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基于随机有限元法的可靠性分析方法概述
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摘要：基于随机有限元法的可靠性分析方法研究现状，介绍4种常用的随机有限元法：直接蒙特卡洛法、Taylor展开随

机有限元法、摄动随机有限元法和Neumann展开随机有限元法，重点介绍了5种基于随机有限元法的可靠性分析方法：应

力-强度积分法、功能函数积分法、可靠度指标计算法、随机抽样法和响应面法，并对可靠性研究需要开展的下一步工作

进行了探讨。

关键词：随机有限元法；可靠性；应力-强度积分法；功能函数积分法；可靠度指标计算法；随机抽样法；响应面法

中图分类号：O241. 82                                                                     文章编号：1000-890X（2023）04-0305-06                  

文献标志码：A　                                                           DOI：10. 12136/j. issn. 1000-890X. 2023. 04. 0305

可靠性是衡量产品质量的一个重要指标，信

誉好的厂家都追求其产品的可靠性。有些产品如

飞机、核电站等，如果其关键零部件不可靠，不仅

会给用户带来不便和经济损失，甚至可能直接危

及用户的生命安全[1-5]。因此，对产品关键零部件

以及整个系统的可靠性进行研究至关重要。近年

来，随着有限元技术的发展，基于随机有限元法的

可靠性分析方法得到人们的广泛重视[6-9]。

基于随机有限元法的可靠性分析方法研究

现状，本文介绍4种常用的随机有限元法和5种基

于随机有限元法的可靠性分析方法，并对基于随

机有限元法的可靠性分析需要开展的下一步工

作进行探讨。

1　 基于随机有限元法的可靠性研究现状

对于工程结构，无论是材料本身、所受载荷还

是结构尺寸等都存在不确定性，用确定性有限元

法对工程结构进行研究与实际情况不符，因此在

有限元计算中考虑不确定因素已成为必然趋势，

随机有限元法即应运而生。

多年来，基于随机有限元法的可靠性研究已

应用于不同领域。A. K. ONKAR等[10]在考虑材料

性能随机性的前提下，对层状板材进行屈曲分析，

研究了层状板材的弯曲应力受预弯曲应力的影

响。S. C. LIN[11]利用随机有限元法对层状复合材

料的可靠度进行了研究。G. F. ABDELAL等[12]利

用随机有限元法对三维空间框架结构的可靠度进

行了预估。K. SMOLDERS等 [13]利用随机有限元

法对风电齿轮机的可靠度进行了分析与预估，提出

了一种用于风电齿轮箱可靠度预估的通用模型。

S. NETPU等[14]利用随机有限元法对某发电厂的斜

齿轮进行失效研究，分别对该失效斜齿轮的显微结

构和显微硬度进行了观察与测量。

国内基于随机有限元法的可靠性研究也有不

少。姚耀武等[15]利用随机有限元和可靠度分析理

论，推导出解决材料非线性问题的计算公式，并编

写了随机有限元程序。杨小刚等[16]利用一次可靠

度算法，推导出随机有限元法的控制方程与相关
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矩阵的梯度矩阵，并在该基础上编写了基于随机

有限元法的可靠度分析程序。王社锋等 [17]运用

随机有限元法，在材料强度、板元厚度以及外载

荷均为随机变量的条件下，编制了用于解决二维

平面问题的随机有限元程序。王东等 [18]将三参

数统一强度理论引入了随机有限元程序，建立了

三维非线性随机有限元结构可靠性分析模型。

杨周 [19]对具有非正态分布参数的机械构件的可

靠性灵敏度与可靠性稳健设计进行了研究。戚

毅婷 [20]以随机有限元法为基础，对框架结构的可

靠性进行了研究。

虽然国内外基于随机有限元法的可靠性研究

有很多，但是其研究对象主要集中在薄板、薄壁箱

梁、框架结构和空间板梁等结构，研究范围不够广

泛。此外，基于随机有限元法的可靠性研究仅限

于对现有结构可靠性的定量评估，未将其应用于

产品设计、开发、使用到失效的全寿命周期。

2　基于随机有限元法的可靠性分析方法

2. 1　随机有限元法

基于随机有限元法的可靠性分析方法，以随

机有限元法为基础。常用的随机有限元法主要

有4种 [21]：初始方法是将蒙特卡洛法与有限元法

直接结合，称为直接蒙特卡洛法 [22-24]；对于复杂

结构，直接蒙特卡洛法计算量比较大，人们在该

方法的基础上，进一步衍生出其他随机有限元

法，主要包括Taylor展开随机有限元法、摄动随机

有限元法和Neumann展开随机有限元法。

2. 1. 1　直接蒙特卡洛法

直接蒙特卡洛法的基本控制方程为确定性有

限元控制方程。

直接蒙特卡洛法具有如下优势：对有限元模型

有很好的适用性；每次循环都相互独立，适用于并

行计算的理论。该方法的不足之处为：以大量确定

性有限元程序为基础，对于尺寸较大和结构较复杂

的模型，需要消耗较大的计算机资源[25]。

2. 1. 2　Taylor展开随机有限元法

Taylor展开随机有限元法[25-26]是将有限元控制

方程中的控制量（如位移和应力等）在随机变量的

均值点处进行Taylor展开，再经过适当的数学处理

以得出相应控制量的均值和方差。

Taylor展开随机有限元法控制量的均值和方差

的计算公式如下。

（1）假设基本输入随机参数（Z）＝（Z1，Z2，…，

Zn）
T（T为转置符号），在静载荷作用下，有限元控制

方程为：

 F KU=  （1）
式中，F为载荷矩阵，K为刚度矩阵，U为位移矩阵。

（2）将U在 Z（Z的均值）点处作Taylor展开，然

后作均值计算：
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式中，E（U）为Taylor展开后U的均值，U 为U的均值。
（3）U的方差[Var（U）]为：
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从上述推导可以看出，Taylor展开随机有限元

法具有如下优势：公式推导简单明了，计算效率高，

编程较容易。该方法的不足之处为：对输入随机参

数的变异性有一定的限制；当随机参数较多时，计

算量很大。

2. 1. 3　摄动随机有限元法

摄动随机有限元法假设随机参数在其均值点

有微小的波动，可以表示为确定部分与波动部分之

和，从而将非线性的有限元控制方程转化为线性递

推方程组，求解该递推方程组即可得到控制量位移

的统计规律，进而求得应力的统计规律。

摄动随机有限元法的公式如下。

（1）针对式（1），将F，K和U都表示为确定性部

分与波动部分之和：
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式中，K ，U 和 F 分别为刚度矩阵、位移矩阵和载
荷矩阵的均值，ΔK，ΔU和ΔF分别为刚度矩阵波动

部分、位移矩阵波动部分和载荷矩阵波动部分。

（2）将式（4）代入式（1），省去二阶无穷小量后

得到：
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求解式（5）中确定性有限元线性方程组和波动
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部分有限元线性方程组，可以得到控制量位移的统

计特性，进而求得应力的统计规律。

从上述推导可以看出，摄动随机有限元法具

有如下优势：在概念上更明确，更容易考虑问题的

非线性；计算效率较高。该方法的缺点为：对随机

参数的摄动量有一定的要求；计算精度要求较高，

在随机参数摄动量较大的情况下，该方法同样不适

用；其波动部分的求解需要自编程序来实现，使用

范围受到一定的限制[25-26]。

2. 1. 4　Neumann展开随机有限元法

将Neumann展开式引入到蒙特卡洛随机有限

元法即得到Neumann展开随机有限元法。假设K在

随机变量波动值的影响下表示为：

 K K K0 0T. +  （6）
式中，K0为随机参数在均值点处的刚度矩阵，ΔK0

为随机参数在均值点处的刚度矩阵波动量。

在引入Neumann展开式后，有：

 ( ) ( )K K K I P P P K2 3
0

1
0 0

1 1ggT= + = - + - +- - -  
（7）

式中，K-1和K0
-1分别为K和K0的逆矩阵，I为单位矩

阵，P＝K0
-1ΔK0。

又因为

 FU K 1= -  （8）
 FU K00

1= -  （9）
式中，U0为随机参数在均值点处的位移矩阵。

可得
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由于

 PU Ui i1 =-  （11）
将P＝K0

-1ΔK0代入上式，两边同时乘以K0，可以

得到

 K U K Ui i0 1 0T =-  （12）
由式（9）得到U0后，即可由式（12）计算出Ui，进

而得到位移的统计规律。

Neumann展开随机有限元法有如下优势：不

受随机参数波动值的影响；计算精度高；在计算中

考虑二次以上的高阶项成为可能；可以方便地利

用现有的有限元程序，适用性较广[26]。

2. 2　基于随机有限元法的可靠性分析方法

可靠度指产品在规定条件下和规定时间内

完成所规定功能的概率，常用于表征产品的可靠

性。从1950年至今，许多学者利用统计方法和概

率概念对可靠性进行了大量研究。根据研究成果

可以得出，基于随机有限元法的单个零部件的可

靠性分析方法主要有应力-强度积分法、功能函数

积分法、可靠度指标计算法、随机抽样法和响应面

法等。

2. 2. 1　应力-强度积分法

应力-强度积分法的基础为应力-强度干涉

理论。该理论认为，零部件的强度及其受载后的

应力呈现一定的随机性。这是因为影响零部件强

度的因素（如材料性能参数和尺寸参数等）均为随

机变量，而影响零部件工作应力的因素（如载荷参

数、应力集中参数和工作时的温度等）也均为随机

变量的缘故。

在设计中，由于零部件的应力和强度具有相同

的量纲，可以将其概率密度曲线绘制于同一坐标系

中（见图1）。图中，σ和s分别为零部件的应力和强

度，f（σ）和g（s）分别为零部件的应力概率密度函数

和强度概率密度函数，a和b分别为零部件初始设计

的应力均值和强度均值，μσ和μs分别为零部件衰减

后的应力均值和强度均值，t为时间。

b

a
f σ

g s

g s

f σ
μσ

σ s

σ s

μs

t

图1　零部件应力和强度概率密度曲线的相互关系
Fig. 1　Relationships between stress and strength probability 

density curves of parts

一般情况下，零部件设计时要求其强度大于

工作应力，但是由于零部件应力和强度的离散性，

在一定条件下其应力和强度的概率密度曲线可能

会相交（如图1中的阴影部分），该相交部分称为干

涉区[27]，为零部件可能产生失效的区域。应力-强

度积分法即基于上述理论而得出的计算零部件可

靠度的一种方法。
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采用应力-强度积分法计算零部件可靠度的

过程为：首先根据零部件材料、几何尺寸以及载荷

参数的分布规律确定其应力和强度的分布规律，

然后根据下式计算零部件可靠度。

 ( ) ( )d dR f g s sv v=
3

3 3

v-
# #  （13）

式中，R为零部件可靠度。

2. 2. 2　功能函数积分法

功能函数积分法与应力-强度积分法类似，其

在求得零部件应力和强度的分布规律后，进一步求

得零部件功能函数的分布规律和零部件可靠度：

 ( )dR f G G
0

=
3#  （14）

式中：G为零部件功能函数，一般为强度与应力的

差（G＝s－σ），也可以是强度与应力的商（G＝s/σ）；
f（G）为功能函数概率密度函数，可以表征功能函

数的分布规律，f（G）大于0的概率即为零部件可

靠度。

2. 2. 3　可靠度指标计算法

（1）根据公式计算零部件可靠度。可靠度指

标是人为定义的参数，其标准正态函数为零部件

可靠度，只要求得可靠度指标，再查取标准正态函

数表即可计算零部件可靠度。

可靠度指标的定义式为：

 
G

G
b

f
n

=  （15）

式中，β为可靠度指标，μG为功能函数均值，εG为功

能函数标准差，其计算式为：

 G sn n n= - v  （16）
 G s

2 2f f f= + v  （17）
式中，εs为强度标准差；εσ为应力标准差。

求得可靠度指标后，零部件可靠度为：

 ( )R bU=  （18）
式中，Φ（β）为可靠度指标的标准正态函数。

（2）根据可靠度指标的几何意义计算零部件

可靠度。可靠度指标的几何意义为正态坐标系中

原点到极限状态方程所确定的空间曲面的最短距

离。可用优化算法求得1个验算点，该验算点满足

既在极限状态函数所确定的空间曲面上，又到原

点的距离最短。确定该验算点后，即可求得该最

短距离，从而进一步求得零部件可靠度。

2. 2. 4　随机抽样法

随机抽样法计算零部件可靠度的一般过程

为：首先根据模型得到各随机参数的分布规律，在

计算机上产生一组随机数，然后选择合适的抽样

方法（如蒙特卡洛直接抽样法），对各随机参数进

行随机抽样，再将随机抽样所获得的随机数一组

一组地代入功能函数，求得功能函数各随机解，最

后统计分析各随机解，根据功能函数积分法给出

零部件可靠度[28-29]。

2. 2. 5　响应面法

在求解零部件可靠度的过程中，由于功能函

数（或极限状态函数）大多比较复杂且为隐性，其

具体表达式很难确定，出现了基于以简代繁原理

的响应面法[30]。响应面法即通过一系列的确定性

试验，用多项式响应面函数（近似极限状态函数）

代替复杂的极限状态函数，然后通过待定系数法

求得响应面函数的表达式，再根据功能函数积分

法确定零部件的可靠度。

3　基于随机有限元法的可靠性研究前景展望

目前，针对基于随机有限元法的可靠性问题

虽然已经开展了许多工作并取得相关成果，但其

研究范围仍然较窄，考虑因素比较单一。因此，

对基于随机有限元法的可靠性问题有待进一步研

究，可以开展以下各项工作。

（1）综合考虑材料、结构以及工况条件（如载

荷条件）对产品可靠性的影响。目前，基于随机有

限元法的可靠性分析考虑因素较为单一，不能准

确地预估产品的可靠性。因此，如何准确统计各

影响因素的分布规律并将其应用于产品可靠性分

析有待进行深入研究。

（2）研究基于随机有限元法的可靠性分析新

方法。目前使用较为广泛的基于随机有限元法的

可靠性分析方法存在多项不足，如随机抽样法，若

抽样过少不能准确反映总体特征，但对于某些结

构尺寸过大的零部件，抽样过多又需要大量的计

算资源。因此，有必要将各种随机有限元法与可

靠性分析方法有效结合，自编程序建立新的基于

随机有限元法的可靠性分析方法，以弥补现有研
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究方法的不足。

（3）扩大基于随机有限元法的可靠性分析方

法的使用范围。目前，基于随机有限元法的可靠

性分析方法主要应用于重要机械零部件，对基础

机械零部件以及其他领域产品（如电子产品）的应

用较少。此外，目前，基于随机有限元法的可靠性

分析方法仅限于对现有结构可靠性的定量评估，

未将其应用于产品设计、开发、使用到失效的全寿

命周期。因此，基于随机有限元法的可靠性分析

方法在产品全寿命周期的使用有待进一步推广。

4　结语

本文综述了基于随机有限元法的可靠性分析

方法研究现状，介绍了4种常用的随机有限元法，

包括直接蒙特卡洛法、Taylor展开随机有限元法、

摄动随机有限元法和Neumann展开随机有限元法；

重点介绍了5种基于随机有限元法的可靠性分析方

法，包括应力-强度积分法、功能函数积分法、可靠

度指标计算法、随机抽样法和响应面法。并在此基

础上对可靠性研究需要开展的下一步工作进行了

探讨，为产品可靠性研究提供了方向和指导。
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Abstract：In this paper，the research status of reliability analysis methods based on stochastic finite 
element method was presented，and four commonly used stochastic finite element methods were introduced：
direct Monte-Carlo method，Taylor expansion stochastic finite element method，perturbation stochastic finite 
element method and Neumann expansion stochastic finite element method. Then，five reliability analysis 
methods based on the stochastic finite element method were mainly discussed：stress-strength integration 
method，functional function integration method，reliability index calculation method，random sampling 
method and response surface method. Furthermore，the next step of reliability research was discussed.

Key words：stochastic finite element method；reliability；stress-strength integration method；functional 
function integration method；reliability index calculation method；random sampling method；response surface 
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