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摘要　介绍在有限元分析中描述橡胶力学性能常用的应变能函数。以应变不变量表示的应变能函数 , 较

常用的有 Rivlin模型 、neo-Hookean模型 、Mooney-Rivlin模型 、Gent-Thomas模型、Nicholson-Nelson模型等;以伸

张率表示的应变能函数常用的有 Valanis-Landel模型 、Peng-Landel模型和 Tobisch模型、Ogden模型等。这些模

型各有其特点和适用性。
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　　作为一种工程材料 ,橡胶具有良好的弹性 ,

在负载结构支承 、弹簧 、密封件 、减震衬套 、法兰

接头及轮胎等领域得到广泛应用 ,但是橡胶的

性能非常复杂 ,不能像金属那样用相当少的几

个参数就可以描述。就材料特性和几何特性来

说 ,橡胶是非线性的 。橡胶的力学性能对温度 、

环境 、应变历史 、加载速率和应变率的影响相当

敏感 ,生产工艺和添加剂(如添加炭黑的多少和

种类)对橡胶的力学性能也有重要影响 。

为描述橡胶的力学性能(特别是弹性性

能),曾经提出过许多理论模型 ,但是除几种几

何形状和最简单承载的情况外 ,现有模型的封

闭型解也十分复杂 。庆幸的是 ,由于计算机的

飞速发展和普及 ,基于计算机的有限元分析被

应用在橡胶制品的设计中 ,人们已经有能力不

再按照传统方法解决复杂问题 。特别是有处理

弹性体材料能力的有限元分析程序的出现 ,为

工程应用中进一步研究、认识 、理解和优选橡胶

类材料提供了有效的方法 。

数值解的可靠性依赖于橡胶力学性能描述

方法的准确性。描述橡胶材料力学性能的基本

方法是通过实验确定某一简单变形模式的应

力-应变属性。从实验的角度讲 ,最简单的变形

模式是单轴拉伸 。然而实际上这也不像它所表

现的那样简单 ,普遍的观点认为结合两种以上

变形模式的测量是必要的。其次 ,通过回归分

析对实验得到的应力-应变数据拟合一适当的

应变能函数 ,然后以这个拟合函数作为有限元
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分析的输入 ,预测要设计橡胶部件的载荷-变形

性能。这个过程是简单变形模式的曲线拟合过

程 ,并被推广到更复杂的变形模式。

理论上 ,应变能函数可以是许多可能的力

学函数中的任何一个 ,因此在橡胶有限元分析

中可供应用选择的应变能函数不止一种。本文

介绍这些应变能函数的若干形式 ,并讨论它们

的适用性。

1　橡胶力学性能的理论描述

研究橡胶的力学性能主要有两类方法:一

类方法是用统计或分子动力学的观点导出硫化

橡胶结构的一些理想模型 ,这是我们理解橡胶

高分子性能的基础;另一类方法是以连续介质

力学为基础 ,用唯象学理论处理问题 。相比较 ,

前一类方法假定橡胶分子链的长度、排列 、结构

是统计分布的 ,似乎不适用于大应变 , Shaw 和

Young 曾经指出统计理论只适用于 50%应变

的情况;后一类方法构造了描述橡胶性能的力

学框架 ,可以不考虑橡胶微观结构或分子概念

而解决应力分析和应变分析问题[ 1] 。

在橡胶材料的有限元分析中 ,为了得到便

于程序应用的简化过程 ,只要结果保持在橡胶

工程设计公差之内 ,有时需要牺牲理论上的严

密性 ,甚至精度和准确性。假定在零应变状态

下橡胶聚合物的长链分子随机分布 ,橡胶是各

向同性的 ,伸张改变分子分布 。这样硫化橡胶

的力学性能可以采用(弹性)应变能密度 W(单

位体积内储存的应变能)描述。不论是否认为

橡胶是不可压缩的 , W 既可以表示为应变不变

量的多项式 , W=W(I 1 , I 2 , I 3),也可以直接用
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主伸张率表示 , W =W(λ1 , λ2 , λ3)。 I1 , I 2 , I3

也称为Green应变不变量 ,分别为

I 1 =λ
2
1 +λ

2
2 +λ

2
3　　　　　　　

I 2 =(λ1λ2)
2 +(λ2λ3)

2 +(λ3λ1)
2

I 3 =(λ1λ2λ3)
2

(1)

式中 λ1 , λ2 和 λ3为主伸张率 ,下标 1 ,2和 3分

别表示 3个相互正交的方向 。W 的具体函数

形式用实验的方法确定。

由于橡胶的力学性能含有弹性效应和滞后

(不可恢复)效应 ,而应变能函数只与当前的应

变状态有关 ,并不依赖应变发生的过程 ,因此应

变能函数只限于弹性(完全可恢复)效应 ,不能

完整地概括滞后效应 。天然橡胶加载和卸载的

应力-应变曲线近乎一致 ,几乎没有能量损失或

生热 。建立应变能函数用于天然橡胶是最简便

和准确的 。工程中应用的橡胶制品一般都含有

炭黑 、硫黄等添加剂 ,有明显的滞后效应 。因此

在应用(弹性)应变能函数时 ,我们要做额外工

作 ,认真地处理实验数据 。

1.1　用应变不变量表示的应变能函数

在任意坐标参照系中一旦表述了橡胶的弹

性关系 ,应变不变量就自然地产生 ,并与坐标系

的选择无关。这样也就可以不考虑空间方向而

分析运动的物理规律 。

对于橡胶 , 较常被引用的连续体模型是

Rivlin提出的 。考虑有限可压缩情况 ,模型最

一般的形式如下[ 2] :

W = ∑
N

i+j=1
Cij(I

c
1 -3)i(Ic2 -3)

j +

∑
N

1

1
Di
(J c -1 -R)2i (2)

式中　Cij ———Rivlin因数;

　　　D i ———定义材料的压缩性;

　　　R ———定义随温度而变化的体积膨胀;

　　　 I
c
1 =(λ

c
1)

2 +(λc2)
2 +(λc3)

2

　　　I
c
2 =(λ

c
1λ

c
2)

2
+(λ

c
2λ

c
3)

2
+(λ

c
3λ

c
1)

2

　　　J c =λc1λ
c
2λ

c
3

　　　λ
c
i =(J

c
)
-1
3λi

　　　(上标“c” 表示可压缩)

方程(2)中的第 1个级数表示储存的能量

密度偏量 ,与剪切类变形有关 ,展开式的因数

Cij由采集的实验数据回归确定 。第 2个级数

表示橡胶储存能量与体积有关的部分 , Di 和 R

也由实验确定。

对应某指定应变能密度函数的应力由

Cauchy 应力张量方程得到。Cauchy(真实)应

力张量方程如下:

σ
τ
=(A1 +A 2 I

c
1)B

c
-A2B

c
B

c
+pI

(3)

式中

A1 =
2

J
c
dW

d Ic1
　　　　　

A2 =
2

J
c
dW

d I
c
2

B
c
=F

c
(F

c
)
T

F
c =(J c)-

1
3F

p =-dW
dJ c

(4)

式中 , I 是单位矩阵 , F 是变形梯度矩阵 ,它表

示当前形状改变的坐标(xi)与初始未变形的坐

标(X i)的几何关系。

工程应力 σ与Cauchy 应力 στ的关系为

σi =
στi
λi
=

dW
dλi

(5)

　　方程(2)是 Rivlin模型的最一般形式 ,相当

复杂 。研究人员为适应自己应用的需要 ,在此

基础上提出了各种形式的模型 ,其中不乏考虑

橡胶有限可压缩性的 ,如 Fried和 Johnson 为解

轴对称生胶块的压缩问题而建立的方程[ 1] :

W =C1(I1 -3 I3
1/3
)+C2(I 2 -3I 3

2/3
)+

K
2(ln I3)

2
(6)

　　由于橡胶的体积模量比剪切模量大几个数

量级 ,因此通常假定橡胶是不可压缩的 。在对

橡胶的限制不是很强时 ,不可压缩性假定对橡

胶来说是适合的 。

理想不可压缩材料的体积不变化 ,即

J
c =λc1λ

c
2λ

c
3 =J =1 (7)

且恒温

R(T)=0 (8)

由此有

(a)λ
c
i=λi;

(b)I ci=Ii;
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(c)方程(2)中与体积有关的级数趋于 0。

于是方程(2)表示的 Rivlin模型变成

W = ∑
N

i+j=1
Cij(I1 -3)

i(I 2 -3)j (9)

　　方程(9)在应用时一般截断幂级数 ,只保留

前几 项。若只 保留第 一项 , 则得到 neo-

Hookean模型[ 3] :

W =C10(I 1 -3) (10)

它给出如下的应力-应变关系:

单轴拉伸和压缩

σ
λ-λ-2

=2C10 (11)

　　简单剪切

τ
γ=2C10 (12)

式中 , τ表示剪应力 , γ是对应不变量 I1 的剪应

变 , γ2=(I 1-3)。

实验研究发现 , neo-Hookean 模型预测的

橡胶性能与实际橡胶不符 。

按照统计理论 ,橡胶弹性体的应变能函数

为

W =
1
2
NkT(I 1 -3) (13)

式中 , N 为单位体积网状链数 , k 是 Boltzmann

常数 , T 是绝对温度 。

这里可以看出 ,尽管统计理论和唯象理论

出发的前提完全不同 ,但是方程(10)和(13)有

相同的形式 。这是 neo-Hookean模型的重要性

所在[ 3] 。

若取方程(9)的前两项 , 得到 Mooney-

Rivlin模型:

W =C10(I 1 -3)+C01(I2 -3) (14)

式中 , C01和 C10可以认为是材料常数 ,但是实

际上没有十分明确的物理意义 ,仅作为实验数

据的回归系数处理 。方程(14)给出的应力-应

变关系如下:

　　单轴拉伸和压缩

σ
λ-λ-2

=2C10 +
1
λ
2C01 (15)

　　简单剪切

τ
γ
=2C10 +2C01 (16)

　　很明显 , 式(15)可以表示一条斜率为

2C01 、截距为 2C10的直线 。拉伸实验数据通常

与式(15)一致。简单剪切实验中
τ
γ
是非线性

的 ,式(16)与此相违背 。

在式(14)中 ,小应变的杨氏模量(E)和剪

切模量(μ)常有这样的关系:

E =6(C10 +C01) μ (17)

　　以简化描述橡胶性能的分子网格理论为基

础 ,Gent和 Thomas建立模型:

W =C1(I1 -3)+C2ln
I2
3

(18)

式中

I1 =λ
2
1 +λ

2
2 +(λ1λ2)

-2

I2 =λ
-2
1 +λ

-2
2 +(λ1λ2)

2 (19)

　　Gent 和 Thomas 认为式(18)比两项

Mooney-Rivlin公式更有利 ,特别在描述单轴向

压缩方面[ 1] 。

Mooney-Rivlin公式虽然简单 ,应用方便 ,

但是在方程(9)可能的展开式中没有取足够多

的展开项 ,不能提供多轴数据的充分预测 ,因此

在预测与其它变形模式相关的应力时 ,经常会

发现 Mooney-Rivlin公式的不足 。

许多含有高阶项的应变能函数也被用在橡

胶制品的有限元分析中 ,含有 λ2i , λ
4
i 和λ

6
i 的三

阶近似公式就是较常应用的一个 ,即

W =C10(I 1 -3)+C01(I 2 -3)+　　　　

C20(I 1 -3)2 +C11(I1 -3)(I 2 -3)+

C30(I 1 -3)3 (20)

　　这个幂级数既含有低阶项 ,也含有高阶项 ,

对多轴数据有极好的预测能力。但是实际应用

时 ,特别是小变形情况 ,所要求的实验不容易

做 ,产生的误差大 ,因此有些文献依据 W/ I 2

的变形问题得出互相矛盾的结果就不足为奇

了[ 3] 。

Yeoh以(I 1-3)的形式建立应变能函数

W =C10(I1 -3)+C20(I 1 -3)2 +

C30(I1 -3)
3 (21)

对应的应力-应变关系如下:

　　单轴拉伸和压缩

σ
λ-λ

-2 =C10 +4C20(I1 -3)+

6C30(I 1 -3)2 (22)

　　简单剪切
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τ
γ
=2C10 +4C20(I 1 -3)+

6C30(I1 -3)
2

(23)

　　与 neo-Hookean 函数和 Mooney-Rivlin 函

数比较 ,体积应变能函数有随变形而变化的剪

切模量τ/γ。这个模型可以应用在更大的应变

范围[ 4] 。

上面的模型都是以等温度假定为条件的 。

为说明温度的影响 , Nicholson 和 Nelson 对

Mooney-Rivlin函数做了适当扩展 ,即

W(T , Ii)=C1(I 1 -3)+C2(I 2 -3)+　

ρT 0C3
T
T 0

ln
T
T 0
+

2C4(T -T 0)(T 2 -3) (24)

式中 T 为绝对温度[ 1] 。

1.2　以伸张率表示的应变能函数

应变能函数也可以表示为主伸张率 λ1 , λ2

和 λ3 的多项式。这些函数的优点在于直接利

用收集到的测试数据或已发表的伸张率 。

Valanis和 Landel提出了不可压缩材料应变能

函数的分离对称形式

W =W(λ1)+W(λ2)+W(λ3) (25)

　　Valanis和 Landel又在实验基础上给出

W =2μ∑
3

i=1
[ λi(lnλi -1)] (26)

式中 μ为剪切模量 。并指出方程(26)在 0.6<

λ<2.5范围有效 。

Peng 和 Landel 应用 Valanis 和 Landel 的

理论 ,分析得到如下截断函数:

W =∑
3

i=1
C[ λi -1 -lnλi -

1
6(lnλi)

2
+

1
18
(lnλi)

3 -
1
216
(lnλi)

4] (27)

与已发表的双轴实验数据比较 ,方程(27)在 1

<λ<2.5范围有效。

Tobisch提出经验模型:

W′(λi)=
dW(λi)

dλi
=　　　　　　　　　

2 Gexp[ A(λ2i -1)] -Bλ-3i (28)

同样符合方程(25)定义的公式 ,式中  G , A 和

B 用回归分析根据实验数据确定 。Tobisch 验

证 ,式(28)与以前发布的许多未填充和弱填充

胶料的实验数据有较好拟合。

Ogden给出的材料模型当前应用较普遍 。

Ogden应变能函数为

W =∑
N

i=1

μi
αi
(λ1

α
i +λ2

α
i +λ3

α
i)+

∑
N

i=1

1
Di
(J -1 -R)i (29)

式中 αi , μi , D i 和 R 可以认为是材料参数 ,但

是它们的数值由收集的实验数据确定 。幂指数

αi 是能拟合完全非线性实验数据的任意实数 。

这是方程(29)的有益之处
[ 1]
。

引入橡胶的不可压缩性 ,方程(29)的第 2

个级数趋于零。与早期的材料模型对应 ,

Mooney 把Ogden应变能函数写成

W =∑
∞

i=1
[ A 2n(λ

2 n
1 +λ

2n
2 +λ

2n
3 -3)+　　

B 2n(λ
-2n
1 +λ-2 n2 +λ-2n3 -3)] (30)

　　在方程(29)中上标 αi 不必是整数 ,方程

(30)中的正负脚标也不必对应 ,方程(30)允许

有奇数项[ 5] 。

方程(30)对应的应力-应变关系如下:

　　简单拉伸和压缩

σ=
2E0

3α
(λα-1 -λ-

α
2-1) (31)

　　简单剪切

τ
γ
=

2G0

λ
λα-λ-α

λ2 -λ-2
(32)

式中 , G0=
μα
2
, E 0=3G0 。

1.3　小结

前面给出了橡胶应变能函数的若干形式 ,

它们分别属于两类应变能函数。一类是类似方

程(2)的 Rivlin函数 ,一类是类似方程(29)的

Ogden 函数 , 按照 Rivlin 和 Saw yers 的观点 ,

Ogden函数只是 Rivlin应变能函数的一种特殊

形式 , Treloar认为 ,选择哪类形式 ,简单地讲仅

是个便于应用的问题。有时主伸张率比应变不

变量更便于度量变形。Ogden函数除了直接以

主伸张率表示外 ,实际上并不比 Rivlin函数更

有利 。从有限元分析的角度讲 ,根据实际问题

的需要 ,只要提供合理数量的拟合系数 ,能充分

描述材料性能 ,选择哪类应变能函数都可行 。

至于选择哪一具体形式的应变能函数 ,由研究

者视具体问题分析比较确定 ,如方程(14)、(21)

和方程(30)都曾经被用在轮胎的有限元分析

中
[ 1 ,3 ,5 , 6]

。
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2　橡胶应变能函数在有限元分析中的应用

橡胶是高度非线性的弹性体 ,应力-应变关

系较为复杂。在橡胶制品的有限元分析中 ,用

应变能函数描述橡胶的力学性能 ,减少了程序

要求输入的材料参数 。当前多数通用有限元程

序如 ANSYS , ABAQUS 和 MARC 等具有分析

橡胶非线性的能力 ,它们给出的应变能函数有

类似于方程(2)的 Rivlin型方程 ,也有类似于方

程(29)的 Ogden 型方程 。这些程序有的要求

直接输入实验数据 ,有的要求输入相应参数 。

也有的程序给出由实验数据确定橡胶应变能函

数各系数的子模块 ,并绘出拟合曲线。从可视

化的图形结果看 ,研究者可以直接观察到选择

的应变能函数对实验数据的拟合情况 ,进而判

断该函数的拟合效果。另外 ,有些通用有限元

程序为用户的特殊研究需要还提供这样的接

口:用户可以在程序的输入部分写一段简短的

FORTRAN子程序 ,自己定义材料模型;用户

也可以在不同的应力-应变区间选择不同的材

料模型。

为得到更佳的预测结果 ,不论橡胶的材料

模型是如何定义的 ,橡胶制品的有限元分析通

常要求作为程序输入的或用来确定相应输入参

数的实验数据应覆盖分析中可能产生的应力-

应变范围。
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Some Forms of Strain Energy Function for Rubber

with Finite Element Analysis

Xu Li and Wu Guizhong
(Beijing Research and Design Institute of Rubber Indust ry　100039)

　　Abstract　The strain energy functions to characterize the mechanical properties of rubber w ith

FEA are described.The common st rain energy functions expressed as strain invariables include Rivlin

model , neo-Hookean model , Mooney-Rivlin model , Gent-Thomas model and Nicholson-Nelson model

etc.;the common st rain energy functions expressed as elongat ions include Valanis-Landel M odel ,Peng-

Landel model ,Tobisch model and Ogden model etc..The models have different characteristics and suit-

able applications.

　　Keywords　rubber , f inite element analy sis , strain energy function
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日本核电工业专家声称 ,他们已经找到了

检测 EPDM 绝缘电缆老化程度的方法 。核电

厂电缆老化是对安全至关重要的问题 ,因此 ,日

本核电工业专家组的目标就是要寻找检测电缆

剩余使用寿命的试验方法。他们说 , “超声波传

播速度”特别适用于 EPDM 的无损诊断 , 而

EPDM 是核电厂安全系统电缆广泛使用的材

料 。

(涂学忠摘译)
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