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边界单元法在聚合物加工研

究中的应用
柳和生

(青岛化工学院橡胶新技术研究所 2 6 60 4 2)

摘要 将边界单元法引人聚合物加工赴程粘性流场的数值计算中
,

并与其它数值计算方法进行了 比

较
。

结果表明边界单元法具有计算量少
、

计算精度高等优点
,

便于推广应用
.

以挤出机排气段熔体输送流场求

解为例
,

说明了边界单元法的实际应用
。
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,

聚合物加工
,
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1 前言

对聚合物加工过程的研究
,

经常需要对

聚合物熔体在各种几何形状的流道内的流动

进行数值计算
。

鉴于聚合物熔体流变特性和

流道形状的复杂性
,

数值计算将是一件非常

艰巨的工作
。

如何选择经济
、

方便且又可靠的

数值计算方法
,

一直是研究人员苦心求索的

问题
。

边界单元法是近几十年来才发展起来

的新型数值计算方法
,

且已在其它研究领域

得到了充分的应用
。

边界单元法对求解区域

的边界作了独特的数学处理
,

因而具有计算

速度快
、

精度高等优点 1[]
。

本文作者认为
:

有

必要将边界单元法引人聚合物加工研究中
,

为聚合物熔体流场的数值计算再添一种新的

研究手段
。

式中
u
为待求解的未知量

,

口 为求解区域
,

r
“

和
。

r
。

分别为函数值已知和函数法向导数值

已知的边界
。

设 尸~ r
“

+ 厂
,

为整个求解区域

的边界
,

如图 1
,

2所示
。

图中尸
、

Q 表示 区域内

点
,

P’
、

Q’ 表示边界上的点
。

几十 I’,

图 1 区域及边界

2 边界单元法简述

聚合物加工过程中的粘性流场
,

在许多

情况下可以用泊松方程或拉普拉斯方程来描

述
。

为不失普遍性
,

本文以泊松方程为例
,

简

述边界单元法在求解这类方程时的应用
。

考虑二维泊松方程的第三类边值问题
,

其控制方程及边界条件如下
:

尸

扩记
甲

Z u = b

U 二二二 U

区域 口 内

边界 P
。

上
( 1 )

一 互 边界 I’ ;

上}

图 2 边界上的拐点

方程 ( 1) 的基本解
“ ’

(尸
,

Q )( 为两点函

数 )应满足
:

甲
“ u `

( P
,

Q ) + 占( P 一 Q ) = 0 ( 2 )

其中 占(尸一 Q )为狄拉克函数
。

经求解可得
:撇一枷

一一q
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u “

(P
,

Q ) = 五 In
1

r ( P
,

Q )
( 3 )

式中 (r 尸
,

Q )为区域内两点 尸
,

Q 之间的距

离
。

根据高斯定理
,

可得如下格林公式
:

{
。 ( V二 ZU

一
甲

ZV , d“

「
,

a “ a v 、 ,

~
= 1 Lv ; 二es 一 u 二es es : 少Q l

’

! 戈4 )
J r d n 口 九 少

令
v 一 u `

(尸
,

Q )
,

代人上式后有
:

{
。 〔U ,

`p ,

Q ,甲 ’ U ( Q’ -

u ( Q ) V
Zu `

( P
,

Q ) 」d口 ( Q )

{
: 〔U “

`p
,

Q ” “ (Q ”

一 u (Q
’

) g
’

( P
,

Q
’

)〕d厂( Q
’

) ( 5 )

上式左边是关于区域内点 Q 的积分
,

右

边是关于边界上点 Q’ 的积分
。

式中 q
“

定义

为
:

在多数情况下
,

不可能用解析法求解积

分方程 ( 7) 和 (8 )
,

必须采用数值解析法
。

边界

单元法将边界 r 分割成
n
个边界单元

,

每个

单元上设若干节点
,

用作
u 和 q 的插值点

。

为

叙述方便
,

本文采用常单元离散边界 (采用其

它类型 的单元时
,

分析过程与下述步骤类

似 )
,

节点取在单元中点
。

为保证计算精度
,

此

时边界单元划分应比采用其它类型单元时更

为细密
。

如图 3所示
,

边界 厂 被离散成
n
个边界

单元 厂
,

(j 一 1 , 2 ,

… …
,

n)
。

其中
n l

个边界单

元属函数值
u 已知的边界 厂

。 , n Z一 n 一 n l

个单

元属于法向导数值 q 已知的边界 厂。 。

对于节

点 尸 :
,

边界积分方程 ( 8) 可离散为
:

节点 P
` .

边界单元 .r

q
.

( P
,

Q
a u `

(尸
,

a n ( Q
( 6 )

Ql)

将式 ( 1) 和 ( 3) 代人式 ( 5 )
,

经推导可得积

分方程
:

·
(尸卜六丁

。

〔,· 1 刁 u ( Q
r ( P

,

Q
’

) 刁 n ( Q

一 u ( Q
’

)
a ,

: , - - 气气二节罗 11 1

J 趁 〔Q )

1

r ( P
,

Q
卫厂 ( Q

’

)

l r
,

1
,

~ 一 八 ~
、

一 分 1 In , 不长
一

b ( Q ) d口 ( Q ) ( 7 )
2兀 J n “

一 r ( ( P
,

Q )
一 “

~
’

一
“

~
`

上式适用于区域内任意一点
。

为求边界

上的未知函数值和法向导数值
,

需将 P 点从

区域 口 内移至边界 r 上 (用 P’ 表示 )
。

当 P’

点与边界上另一点 Q’ 重合时
, 二 (尸

’ ,

Q’ ) 一 。
,

基本解产生奇异性
,

积分时可用极限逼近法

将奇异性消除
。

经推导可得边界积分方程
:

图 3 区域及边界的离散

1
,

。
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J
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r L厂
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娜 少
-

。
,
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{
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二 ( p :
,

Q ,” ( Q ,d“ ( Q , (`。· ,

I f
,

丈气只二二犷 1 t n

口 t 厂 ) J n

1
, ,

八
、 ,

。
,

~
、

一芬丙 ; ~ 下苟
;芍乡 L议 ) d 入乙L议 ) 又匕 )

r L厂
,

议 少

H
。

青 a
,

,
+

丁
: , 、

·

`p :
,

Q ” d r ( Q

式中 夕(尸
’

)表示非光滑边界上拐点处的拐角

(如图2所示 )
。

对于光滑边界有
:

夕( P
’

) = 丸

G
! ,
一

丁
厂 ,

二 `p ;
,

Q ” d r ( Q

( 1 0b )

( I Oe )

则式 ( 9) 可改写为
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B 、

+ 万 uj H
, ,
一 玄

“
几 ( 1 1 )

以上各式中 Q’ 为边界上任意点
,

尸 ; 为边界

单元 r
`

上的节点
,

B ` 、

H
: , 、

G
i ,

均可 由一维或

二维高斯积分求出
。

对于
n
个单元和

n
个节

点
,

可有下述方程组
:

{B }+ 〔H 〕{U }= 〔G 〕{Q } ( 1 2 )

式中 {B }= ( B
」 ,

B Z… …
,

B
,

) T ( 13 )

{U }= ( u , , u Z ,

… …
, u ,

) T ( 1 4 )

{Q } = (9
2 ,

叮: ,

… …
,

g
二

)
T

( 2 5 )

量
。

将已知量移至右边
,

未知量移至左边
,

则

可解所得到的线性代数方程组
,

求出边界单

元上各节点处的未知函数值
u 和未知法向导

数值 q
。

此后
,

通过方程 ( 1 8 ) [为积分方程 ( 7)

的离散化形式 ]可求得 区域 口 内任意点 尸 处

的函数值 u( 尸 )
。

u ( p ) 一 万 (、
,

G
; ,
一 u ,

H
, ,
)

[H 〕

1 ,

H
I : ,

… …
,

H
1 ,

H
Z: ,

… …
,

H

:
。 。 。 。 。 。

:

l ,

H nZ
,

… …
,

H

( 1 6 )

ǐ

川|叫||
ló

!
〔G 〕

2 ,

… …
,

G 切

2 ,

… …
,

G nZ

( 1 7 )

一

丁
。

二 (尸
,

Q )。 ( Q ) d。 ( Q ) ( 1 8 )

式中 q , , u ,

为边界单元 几 上节点 尸; 处的法

向导数值及函数值
。

G
,

和 H
i ,

仍按式 ( 1 0) 计

算
,

但此时边界点 尸; 应换成区域内点 尸
。

值得一提的是
,

虽然以上推导过程都是

针对二维 问题进行的
,

但均可以推广至三维

情况
。

只需将面积分换成体积分
,

线积分换成

面积分即可
。

考察以上的数学推导过程
,

不难发现圈
:

( l) 边界单元法只需将区域的边界离散

成边界单元
,

即可使所考虑的问题降低一维
。

GG

G 昭
,

… …
,

G二

附卜厉扮田队
l

险盯日风

由于在有的节点上函数值
u 已知

,

在另

一些节点上法 向导数值 q 已知
,

因此在式

( 1 2) 左右两边都既有已知量又有待求的未知

A 一 A

图 4 螺杆挤出机排气段熔体输送模型

(2 )边界单元法与整个求解区域进行离 析式的离散形式直接求得
,

因而提高了计算

散的区域型解法 (如差分法
、

有限元法 )相 比
,

精确度
。

具有输人数据少
、

计算时间短等优点
,

便于在 ( 4) 边界单元法在求解时
,

要改变所需计

微机上实施运算
。

算的内点数量及位置也十分方便
,

只需求出

( 3) 边界单元法只对边界离散
,

离散化误 边界值
。

对于区域内的物理量可不必计算
,

因

差只来 自边界
,

区域内的有关物理量可由解 此大大提高了计算效率
。
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3 应用举例

图 4所示为螺杆挤出机排气段熔体输送

的物理模型
。

图中 V
。

为机筒相对于螺杆的运

动速度
,

V * 和 V bx 为它在
z
及 x 方向上的分

量
,

夕为螺旋角
,

W
、 。
分别为螺槽顶部和底部

的法向宽度
, 。
称为充满系数

,

它可以反映熔

融物料在螺槽中的充满程度
,

占, 称为螺棱间

隙
。

在排气段
,

熔融物料在沿螺槽方向
,

即
z

向的流动为纯拖曳流s1[
,

因此有
:

aP 护V
,

.

澎V
,

二
_ _ 、

O= 母 = 甲六士苦+ 刀吮苦 ( 1 9 )
女

`

七
若

’ `

即
若

边界条件为〔参见图 4 ( b) 中的阴影部分 ]
:

图5 。
~ N 的关系曲线

OQ山

、ll||||七

…
J

0一一

在边界 1
一

2上
: V

二

一 v bt

在边界2
一

3上
: v 一 v * ( `一

瓷
,

在边界 3
一

4
一

5上
:
v

二

一 。

J V
二

刁 V
z

在边界 5
一

1上
:

百万 ~ 一 万歹

因此
,

边界 1
一

2
一

3
一

4
一

5属函数已知的边 界 r
二 ,

边界 5一 1属函数法向导数值 q 已知的边界几
。

用边界单元法求解方程 ( 1 9) 可得沿螺槽

方向速度 V
二

的分布
,

将其在整个被物料充满

的面积【即图4 b( ) 中的阴影部分〕上积分可

得每条螺槽内的
z
向流率

,

该流率乘以螺纹
,

头数可得挤出机的挤出体积流率
。

反过来
,

在

山定的挤出流率时
,

亦可用迭代法求得在不

同工艺条件或螺杆结构参数时的充满系数
。 。

充满系数
。 的大小直接影响排气段的工作

性能
,

是一个非常重要的特性参数
。

图 5一 7中所示的为计算所得的充满系数
C
与螺杆转速 N (r /m i )n

、

螺旋角 月及螺棱间

隙 夯之间的关系曲线
。

必须指出的是
,

考虑到在排气段以输送
、

排气作用为主
,

剪切混合作用相对来说不甚

强烈
,

因此在计算时曾视熔体粘度为常数
,

这

样处理虽然和实际情况有一定 出人
,

也会给

计算带来一定的误差
,

但作为一个应用边界

声

一图 6 。一夕的关系曲线

图 7 ` ~ 占厂的关系曲线

单元法的算例
,

其方法仍具有借鉴作用
。

如果计人粘度随剪切速率的变化
,

由此而产

生的非线性须由松弛迭代法加以处理川
。
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研究同向旋转双螺杆挤出机的熔体输送机理

时
,

利用边界单元法求解速度场和温度场就

是一个成功的例证川
。
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4 结束语

由边界单元法的数学推导过程可知
,

边

界单元法的核心是求出基本解后
,

根据积分

定理将区域内的微分方程变换为边界上的积

分方程
,

然后将其离散成代数方程求解边界

上的未知量
。

因此
,

从理论上讲
,

只要能求出原始微分

方程的基本解
,

就可以用边界单元法进行求

解
。

但对于那些难于求出基本解的微分方程
,

边界单元法就显得束手无策了
。

值得庆幸的是
,

在聚合物加工研究中所

遇到的微分方程
,

在大多数情况下类似于可

以求得基本解的泊松方程或拉普拉斯方程
,

这就为应用边界单元法创造了条件
。
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