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　　摘要　介绍了子午线轮胎结构三维非线性分析有限元程序 (3D Non2Linear Analysic Finite Element Program

of Radial Tire ,简称 FEPRT) 2. 0中轮胎稳态滚动下的有限元分析计算、大变形增量法、整体坐标系2局部坐标系

的转换公式、前处理程序、后处理程序及其对轮胎结构的实际分析计算结果。FEPRT 210可用于充气轮胎自

由状态、接地状态及稳态滚动下的结构分析计算。
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　　轮胎是橡胶2帘线复合而成的结构体 ,不仅

几何结构和材料性能为非线性 ,而且工作条件

十分复杂 ,因此结构的设计难度很大。多年来 ,

虽然先后出现了网络理论、薄膜理论、层合理

论、薄壳理论等多种轮胎结构分析理论 ,但这些

理论均有较大的局限性。近年来发展的有限元

分析法却打破了这些理论的局限性 ,在轮胎结

构分析中发挥了越来越大的作用 ,显示出不可

比拟的优越性。

子午线轮胎结构三维非线性分析有限元分

析程序 (3D Non2Linear Analysic Finite Element

Program of Radial Tire ,简称 FEPRT) 210 是在

我所 FEPRT 1 1 0 基 础 上 改 进 编 制 的 。

FEPRT 210 与 FEPRT 110 相比 ,除增加了轮

胎稳态滚动下的有限元分析计算外 ,还对大变

形增量法、材料的处理、前处理程序和后处理程

序做了改进 ,现将 FEPRT 2. 0对轮胎结构的分

析计算及应用简介如下。

1　轮胎稳态滚动下的有限元分析计算

FEPRT 110只能对轮胎的静态做分析计

算 ,而稳态滚动才是轮胎最基本的工作状态 ,即

在正常条件下轮胎在其使用寿命的大部分时间

内都是做稳态滚动 ,因此稳态滚动下轮胎结构

的分析计算十分重要。为此 ,在 FEPRT 2 . 0中
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增加了稳态滚动下轮胎的分析计算有限元程

序[1 ,2 ]。

对稳态滚动分析计算 ,按 Faria L O 的方

法 ,引进中介构形β和中介坐标矢量 y , y 和初

始构形中的质点矢量 a有如下关系 :

a = [ R ] T y

式中 , [ R ]为旋转矩阵 , T表示转置。在角速度

ω平行 z 轴时 :

[ R ] =

cosωt - sinωt 0

sinωt cosωt 0

0 0 1

式中 , t 为时间。若描述质点 a 运动的位置矢

量 x 由 x ( a , t)给出 :

x = x ( a , t)

定义矢量χ( y , t)为

χ( y , t) = x ( [ R ] T y , t)

若用Σ和Σy 表示初始构形和中介构形的

第 1类克希荷夫应力张量 ,则有

Σy =Σ[ R ] T

大变形物体的平衡方程为

Σy·̈ y + p =ρ̈χ

其分量形式为

　　　6
3

j = 1

5 (Σy) ij

5 yj
+ p =ρ̈χi ( i = 1 ,2 ,3)

式中 , p为体力矢量 , - ρ̈χ为惯性力矢量 ,ρ为

密度 ,χ̈i 为χi 的二阶导数 ,即加速度。与上述

平衡方程相对应的虚功方程为

∫βδu·pd V +∫S y
δu·qd A -∫βδu ·ρ̈χd V
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　　　　　　 =∫βδE∶S yd V

式中 , S y 为中介构形的第 2类克希荷夫应力张

量 , q为面力矢量 , V 为物体的体积 , A 为物体

的表面积 , E为格林应变张量 , u 为位移矢量。

若令 p = 0 ,就得到稳态滚动的虚功方程 ,从而

可得到稳态滚动的有限元系统的平衡方程。

- ρ̈χ的分量 - ρ̈χi 的表达式 ( - ρ̈χ为下式

的主项 ,接触边界条件也做了简化)为

　　ρ̈χi = - ρω2 [ 6
2

u = 1
y u

5χi

5 y u
+

　　　　　 6
2

u ,υ= 1

52χi

5 yu5 yυ
( y uyυ - δuυ 6

2

m = 1
ym

2) ]

( i = 1 ,2 ,3)

式中 , y u , yv 和 ym 为 y的分量 ,χi 为χ( y , t )的

分量 ,δuυ为克朗内克符号。δuυ为

δuυ=
1　　u =υ

0　　u ≠υ

若ω= 0 ,即 - ρ̈χ = 0 ,就得到相应的静态

分析方程。

2　大变形增量法

由于结构和材料的特殊性 ,轮胎在工作过

程中的非线性变形很大 ,因此其结构分析不能

用小变形理论 ,而必须用大变形理论[3 ] 。

FEPRT 210 的大变形增量法即为以初始构形

为参考构形的 T L 法 (即完全的拉格朗日法) 。

在 FEPRT 110使用这种方法时 ,加载为一步加

载 ,即第 1 步加载的充气压力和下沉量就为最

后的气压和下沉量 ,这对结构和材料非线性变

形 很大的轮胎来说是有局限性的 。而

FEPRT 210却将加载分为多步进行 ,且在每一

步加载过程中还使用修正的牛顿迭代法进行迭

代计算。

设物体初始构形的坐标矢量为 X ,在 t 和

( t +Δt)的坐标矢量为 x 和 x′,相应的位移矢

量为 u和 u′,有

X = X1 , X2 , X3
T

x = x 1 , x 2 , x 3
T

x′= x 1′, x 2′, x 3′
T

u = u1 , u2 , u3
T

u′= u1′, u2′, u3′
T

其中 ui = x i - Xi

ui′= x i′- Xi′

从时刻 t 到 ( t +Δt)的位移增量Δui 为

Δui = ui′- ui

时刻 t 和 ( t +Δt)的格林应变矢量 E和 E′为

E = [ E11 , E22 , E33 ,2 E23 ,2 E31 ,2 E12 ] T

E′= [ E11′, E22′, E33′,2 E23′,2 E31′,2 E12′]
T

分量 Eij和 Eij′为

　　Eij =
1
2

(
5 uj

5 Xi
+

5 ui

5 Xj
+ 6

3

k = 1

5 uk

5 Xi

5 uk

5 Xj
)

　　Eij′=
1
2

(
5 uj′
5 Xi

+
5 ui′
5 Xj

+ 6
3

k = 1

5 uk′
5 Xi

5 uk′
5 Xj

)

=
1
2

[ ( 5
5 Xi

( uj +Δuj) +
5

5 Xj
( ui +

　Δui) + 6
3

k = 1

5
5 Xi

( uk +Δuk) 5
5 Xj

( uk +

　　Δuk) ]

令

Eij′= Eij +ΔEij

相对于初始构形 ,定义时刻 t 和 ( t +Δt )

的克希荷夫应力矢量为 S 和 S′,那么 S 和 S′

为

S = [ S 11 , S 22 , S 33 ,2 S 23 ,2 S 31 ,2 S 12 ] T

S′= [ S 11′, S 22′, S 33′,2 S 23′,2 S 31′,2 S 12′]
T

且可分解为

S ij′= S ij +ΔS ij

本构方程及其增量形式为

S = [ D ] E

d S = [ DQ ]d E

式中 , [ D ]为弹性矩阵 , [ DQ ]为切线弹性矩阵。

( t +Δt)时刻的虚功方程可表示为

∫Vδ E′T S′d V =∫Vδ u′T P0′d V +

　　　　　　∫A
t

δ u′T q0′d V

式中 , A t 为物体的边界表面积 , P0′和 q0′分别

为时刻 ( t +Δt)的体力矢量和面力矢量 :

P0′= { P01′, P02′, P03′}
T

q0′= { q01′, q02′, q03′}
T

　　考虑到某一增量载荷任意迭代步下节点位

移增量δ(Δα)的任意性 ,上式可变为

∫V [ B ]
T

S′d V =∫V [ N ]
T

P0′d V +
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　　　　　　∫A
t

[ N ]
T

q0′d A

式中 , [ B ]为应变2位移的转换矩阵 , [ N ]为函

数矩阵。

系统增量形式的平衡方程为

Ψ(Δα) =∫V [ B ] TΔS d V + [ KS ]Δα+

　　　　　　R

图 1　整体坐标系与局部坐标系

[ F]矩阵中 , l1 , l2 , l3 , m 1 , m 2 , m 3 , n1 , n2 , n3

为 o2xyz 和 o2x′y′z′坐标系间的方向余弦 ,且有

l1 =α11　m 1 =α12　n1 =α13

l2 =α21　m 2 =α22　n2 =α23

l3 =α31　m 1 =α32　n3 =α33

αij即为 o2xyz 和 o2x′y′z′坐标系间的方向余弦 :

αij = cos ( x i
l , x j)

设[ Dl ]和[ S l ]为 o2x′y′z′坐标系中材料的刚度

矩阵和柔度矩阵 , [ D x ]与[ S x ]为 o2xyz 坐标系

中材料的刚度矩阵和柔度矩阵 ,因

σl = [ Dl ]εl ,σx = [ Dx ]εx

通过矩阵运算可推出 :

[ D x ] = [ F] - 1 [ Dl ][ F] - T

[ S x ] = [ F] T[ S l ][ F]

上面两式即为 o2xyz和o2x′y′z′坐标系中的刚度

矩阵和柔度矩阵转换公式。

4　前处理程序

本有限元计算程序的前处理方式有两种。

一种是运用自带的可进行自动网格划分的前处

理程序实现建模及初始数据的输入 ;另一种则

是结合我所原开发的另一个前处理程序 ( PRO2
FEA)而设计的 ,其先由 AU TOCAD 画出轮胎

结构的二维网格图 ,并生成二维网格单元、节点
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S - R′= 0

式中 ,Δα为某一增量载荷下节点位移增量矢

量 , [ KS ]为初应力矩阵 , RS 为时刻 t 应力场 S

的等效节点矢量 , R′为时刻 ( t +Δt )载荷的等

效节点力矢量。

3　整体坐标系2局部坐标系的转换公式
子午线轮胎的带束层及胎体层均为帘线呈

一定角度的橡胶2帘线复合材料。FEPRT 210

将其认为是正交各向异性材料 ,因此在其本构

关系中引入了整体坐标系2局部坐标系的转换

公式[4 ,5 ]。这些转换公式通过几次转换后 ,可

以很方便地用于任意结构及各种帘线角度复合

材料 ,仅需在初始数据文件中输入材料参数及

其帘线角度。

图 1中 , o2xyz 为整体坐标系 , o2x′y′z′为局

部坐标系。设 ( x 1 , x 2 , x 3)和 ( x 1
l , x 2

l , x 3
l )分

别为 o2xyz 和 o2x′y′z′坐标系中 P点的坐标 ,σx

与εx 和σl与εl分别为 P点在 o2xyz 和 o2x′y′z′

坐标系中材料的应力与应变矢量 :

σx = [σ1
x σ2

x σ3
x σ4

x σ5
x σ6

x ] T

εx = [ε1
x ε2

x ε3
x ε4

x ε5
x ε6

x ] T

σl = [σ1
l σ2

l σ3
l σ4

l σ5
l σ6

l ] T

εl = [ε1
l ε2

l ε3
l ε4

l ε5
l ε6

l ] T

由 o2xyz 坐标系到 o2x′y′z′坐标系的应力、应变

转换关系式为

σl = [ F]σx ,εl = [ F] - Tεx

[ F]为变换矩阵 :

[ F] =

l1
2 m 1

2 n1
2 2 m 1 n1 2 n1 l1 2 l1 m 1

l2
2 m 2

2 n2
2 2 m 2 n2 2 n2 l2 2 l2 m 2

l3
2 m 3

2 n3
2 2 m 3 n3 2 n3 l3 2 l3 m 3

l2 l3 m 2 m 3 n2 n3 m 2 n3 + m 3 n2 n2 l3 + n3 l2 l2 m 3 + l3 m 2

l3 l1 m 3 m 1 n3 n1 m 3 n1 + m 1 n3 n3 l1 + n1 l3 l3 m 1 + l1 m 3

l1 l2 m 1 m 2 n1 n2 m 1 n2 + m 2 n1 n1 l2 + n2 l1 l1 m 2 + l2 m 1



及材料分布的初始数据 ,由有限元计算程序读

入并转换为三维数据进行分析运算。相比之

下 ,后一种方法更为实用 ,所建模型更为直观 ,

便于改正 ,可以很方便地对不同规格轮胎结构

及其它实体结构进行有限元分析运算 ,而无需

对程序进行修改 ,这对于实际使用很有好处。

5　后处理程序

后处理程序是将有限元计算出的整体坐标

系下的高斯积分点上的应力、应变数据结果通

过 Fortran程序及 Visual Basic (Quick Basic)程

序转换为局部坐标系下的单元节点上的应力及

应变数据 ,再通过 Excel 图表处理软件将其绘

成更为直观明了的应力、应变图。此外 ,轮胎变

形前后的节点坐标及位移数据通过 Visual Ba2
sic程序转换为 DXF 格式图形文件 ,最后在

AU TOCAD中绘成图形输出。

6　结构分析计算实例

应用 FEPRT 210 分析计算某种规格轿车

0. 24 MPa时的断面变形轮廓及各部件的应力

和应变情况 ,结果如图 2～8所示 (图 6～8中横

图 2　复合材料帘线的局部坐标系方向

图 3　变形前横断面有限元网格图

断面取点位置指的是有限元网格图中帘线在横

断面上由对称中线沿子午线方向所取的节点位

置) 。

图 4　变形前三维有限元网格立体图

图 5　下沉量为 20 mm时三维有限元

网格立体图

图 6　自由充气状态下钢丝带束层帘线

在 x′轴方向的应力 S11

1—FEPRT 210 ;2—MARC有限元程序
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子午线轮胎 (钢丝带束层角度为 68°,尼龙带束

层角度为 90°,胎体层角度为 0°)在充气压力为



图 7　自由充气状态下尼龙带束层帘线

在 x′轴方向的 S11

注同图 6

7　结语

EFPRT 210可用于自由充气状态、接地

状态和稳态滚动下轮胎结构的分析计算 ,分析

计算结果与 MARC有限元程序较一致。
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3D Non2l inear Analytic Finite Element Program of Radial Tire

———Version 210 and Its Application

Dai Y uankan and W ang Zhanggen

[ Shanghai Tire and Rubber ( Group) Co. ,Ltd. 　200082 ]

Abstract　The finite element analysis and calculation of steady2rolling tire ,the large deformation

increment method , the whole coordinate/ local coordinate t ransform formula , the pre2process program

and the post2process program in 3D Non2linear Analytic Finite Element Program of Radial Tire———

Version 210 (hereafter referred as FEPRT 210) are described and the results of practical analysis and

calculation are given. FEPRT 210 can be used to analyse and calculate the structure of inflated tire un2
der free load ,ground2contact and steady2rolling conditions respectively.

Keywords　radial tire ,3D non2linear analysis ,finite element program ,structure ,steady2rolling


